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発展する地理的パターンのモデル
ー フラクタル成長モデルの適用一
I フラクタルとt也E里学
最近の科学の発展のなかで多くの分野の人々を
引き付けたものの一つに，Mandelbrot(1977）の創
出したフラクタル幾何学がある．フラクタルとよ
ばれる，複雑な図形・パターンにみられる重要な
特徴は，自己相似性（スケール不変性）である．
自己相似な図形とは，ある図形を拡大縮小しでも
性質に変化がないようなもので，一見しただけで
は部分を見ているのか全体を見ているのか分から
ないような図形であるとも言える．そのような複
雑なパターンは， 日常至るところで目に触れるも
のであり， Mandelbrot(1982）では，海岸線や河川
網などがフラクタルの例として紹介されている．
しかし科学の進歩は同じところに留まることはな
く， 自己相似’性を示すノマターンの博物学の時代は
もはや過ぎ去り， 1980年代の後半のフラクタル研
究は，複雑なノマターンがいかにして形成されるか
の理論的， コンピュータモテ酔ル的な研究に移って
いる．すべての分野の科学者にとって，フラクタ
ルは，もはやパラダイムのーっとなった感がある．
フラクタル以前の物理学では，複雑なパターン
の形成の問題は扱われることがあまりなかった．
むしろ地理学の方が，定性的・記述的ではあって
もそのようなパターンの形成を積極的に取り上げ
てきたといえる．古典的研究のなかにも，自己相
似の概念に気づいたものは少なくない．例えば河
川網に関するホ一トンの法則や，クリスタラーの
中心地理論（Christaller,1933）などは，大きな構
造のなかにそれと同様の小さな構造があるという
特定のスケールによらない一定の階層構造がある
ことを明らかにしたものであると言える.Man-
delbrot (1982）でさえ，フラクタルの研究は地形学
から始まったと述べている（地形学者はそう思っ
ていないが）．ところがフラクタルの概念が登場・
定着して以後， 地理学の分野からフラクタルおよ
びその形成モデルに言及している研究は意外に少
ない．とくに地形学者は，河川網の自己相似性は
もはや自明のこととして考えているかのようであ
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る．だが，なぜそのようなパターンになるかの説
明がなされなくては，大規模な流域全体に渡る地
形発達を理解したことにはならないで、あろう．
地理学では，まだフラクタルの博物学的発見の
時代は終っていないように見える．その理由の一
つは，空間的パターンの数値的記述（特に点の分
布に関する）が不足してきたことが挙げられよう．
パターンのフラクタル性を確認するにはコン
ビュータの使用が不可欠であるが，近年になって
各種の地理的データが，空間的代表性の均質なグ
リッドマップとして利用できるようになり，これ
まで、実現不可能だった計数も可能となった． この
小論では，フラククル的パターン形成モデルの一
つである拡散律速凝集モデルの地理学への適用例
（河川網と都市域の形成）を見て行くことにする
が，あわせてグリッドデータを用いて現実の世界
がモデルに当てはまるかどうかを検討する．この
モデルは，非常に簡単な手続きによるコンビュー
タシミュレーションモデlレではあるが，みごとに
複雑なパターン形成を実現する．その内容は豊富
であり，多少の改変によって地理学で扱う諸現象
に適用可能なものである．他にもフラクタル的ノマ
ターンの形成のモデルは数多くあり，その理論的
側面の研究も，科学の最先端分野で展開している
はずで、あるが，筆者の不勉強もあって今回取り上
げることは見送ったことを付け加えておく．
I 拡散律速凝集（DLA）モデル
この単純なモデルの原型は，金属イオンの析出
のシミュレーションとして， Wittenand Sander 
(1983）によって考案された．以下に Vicsek(1988) 
に基づき簡単にその計算機手続きを述べよう：ま
ず，クラスタ成長の種となる点を設ける．他の粒
子を種から遠〈離れたところに生成し，乱数に従
いランダムウオーク（拡散）させる．種の近傍の
格子点まで到達したら止め，その点を種と同様に
クラスタの一部である とする．以上の手続きを繰
返し，クラスタを成長させる．このように拡散律
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速という条件下で形成されたクラスタのパターン
は，第1図のように複雑な分岐構造を持っている
のが特徴である．定性的には，クラスタの成長が
速いのはクラスタの先端部であり，他の枝によっ
て固まれたような部分はその遮蔽効果のため成長
が更に遅れることで，拡散現象にもかかわらず，
複雑な樹校状パターンが自己組織される．
複雑に分布する点のつくるパターンのフラクタ
第1図 DLAモデルにより生成されたクラスタ
5000個の粒子から成る．
ル性の確認は，まずフラクタル次元を計測するこ
とであるが，それにはいくつかの方法がある．高
安（1986）によれば，半径 Tの円内にある点（また
は質量） M(r）を数え， rとM の関数関係（増加
関数である）から得る方法がある．平面上に一様
の密度で点が分布している場合は，
M(r）～r2 
となるが，重力にヲ｜かれるように中心に集中して
分布する場合は， rが大きくなるにつれて dM/dr
は急激に減少するような関数となるであろうであ
ろう．しかし自己相似性が認められる場合は
M(r)-r0 
となる．また河川などの複雑な線からなるパター
ンの場合は，空間をある大きさ rの領域で分割し
てゆき，ァと線を含む領域の数N（γ）との関数関
係から導く（粗視化の度合を変える）方法（高安，
1896）が適切で、ある.Vicsek (1988）の解説による
と， DLAのパターンのフラクタル次元は，かなり
大規模なクラスタに至るまで計測され，1.7前後の
安定した値をとることが明らかになっている．ま
たDLAプロセスの近似理論の解析も行なわれ，
理論値としてのフラクタル次元は1.66であるとい
7. 
皿 モデルの適用例
1.河川網の場合
河川網への適用については筆者（Yoshiyama,
1991）が試みているのでそれを紹介しよう．第1
図のような構図は，クラスタのあるところを河川，
空白のところを非河川すなわち斜面の領域である
と見なせば，確かに河川網に似た性質を持ち合わ
せている．湿潤地域で、は陸地への降水は河川とし
て海に排水されることや，台地を刻む新しい谷は
その周囲から及ぶことなどを考慮すれば，第2図
-Aのように領域の周囲が海であるような島を考
え，将来「河川クラスタjとなるべき「稜」を四
周に配置するのが適切で、あることがわかる．ラン
ダムウオークする粒子は，領域の内部の任意の点
から発生させる．この点でDLAの原型モデルと
は正反対で、ある．きて，ここで陸地内をランダム
ウオークする点は一体何にアナロジーされるであ
ろうか．一つの解釈は，次のようにできるであろ
う．水文学て、は，丘陵地の場合，パイプ流という
やや集中した地下水脈が地表に現れているところ
でフk流により斜面の土砂が運ばれ，それが谷頭の
後退につるながるという考え方がある．これは，
ある単位地下水塊が既存の谷に接したとき，その
場所が谷に組み込まれると解釈すれば，ランダム
ウオークする地下水塊の谷への凝集と考えてよい
だろう．事実勾配もなく等方的な土層における地
下水の挙動は，ダルシ一則とよばれる拡散方程式
に支配されるが，拡散自体は粒子のランダム
ウオークで説明される．既に谷となっている所に
水が集まりさらに谷を拡大するという正のフィー
ドパックは，地形学的常識に合うものである．ラ
ンダムウオーク粒子を発生させるといずれはどこ
かの四周上の「種Jに行き当たり，そこに「河川
クラスタ」が出現する．次に新たなランダムウオー
ク粒子を発生させ，以上の手続きを繰り返すと，
第2図ADのように，四周から「河川クラスタ」
が成長して行〈．この過程は台地を開析しはじめ
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る谷の発達に似ているといえよう．また凝集が不
可逆なフ。ロセスであることは，河川流路の保守性
に矛盾しない．
ところで，DLAのシミュレーションはそもそも
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イオンの析出のような「平衡から遠く離れたJ状
態におけるパターン形成のためのモテールて“あっ
た．しかし河川地形の場合，遠からず平衡状態が
訪れる．このシミュレーションを続けるとやがて
第2図 DLAモデルによる河川網発達のシミュレーション（120×120格子）
A, B, C, D はクラスタの成長段階を示し，それぞれ10%,30%, 60%, 100%の格子点がクラスタに組み
込まれた時点の構図.C, Dで太線は，流域面積が16格子点以上の流路を示す．
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はすべての点が「河川クラスタ」に組み込まれ，
斜面である所は無くなってしまう．いずれかの段
階で，ランダムウオークの粒子の発生速度（確率）
を減少させて，ある河川密度の時点でOにする必
要がある．このような限界谷密度があるという考
え方は，河川網の規模の時間的発展を考えた Ka-
shiwaya (1983）も導入している．
もう一つの解釈として，クラスタを直接河川域
と見なすのではなく，新しくクラスタとなった点
は，その点の降水を集め既存の「河川クラスタ」
へ排水するという役目を持つのだとしてみよう．
すなわち各クラスタは潜在的な河川であるとし，
新規のクラスタは，より古くからあるクラスタに
連結し，最終的に 「種」である河口につながると
みなされる．この考え方では，全ての格子点は流
域面積をもち， 「河JI」と見なされるのは，ある一
定の流域面積（任意に決める）以上の値を持つク
ラスタについてである．こうして上述のシミュ
レーションを全ての格子点がクラスタに組み込ま
れるまで行なうことができる．つまり平衡状態を
考えてよいことになる．最終的にできあがった構
図について，各格子点の流域面積（上流側に位置
する点の総数）を計算し，それが一定値（たとえ
ば8）以上の部分を表示すると，第2図－Dのよう
になる．短い繁雑な分岐は消えて，より現実の河
川に近いパターンを示している．このパターンの
フラクタル次元は，粗視化の度合を変える方法に
よって計算できるが，いくつかのパターンで概ね
1.2前後となった．このように，原型のDLAモデ
ルの手続きをいくらか改変し，河川｜はクラスタそ
のものではないという解釈に変えることで，河川
の形態と発達をうまく記述するモデルができあが
る．さらに言えば，河川網の流路延長が期待値と
してはロジステック曲線的に変化する点で， Ka-
shiwaya (1983）の水系網発達の時間変化モデルと
も符合する利点がある（Yoshiyama,1991). 
2.都市域の場合
DLAのパターンは，成長する都市にも似ている
ことは容易に気づくであろう．「種」を置いた中心
から樹校状に伸びるクラスタは，巨大都市から周
辺に伸ぴる高速交通（鉄道）網とそれによって成
長する衛星都市のようにも見える.Battyほか
(1989）は，都市域のパターンへのDLAの適用を
初めて試みた．この論文では，クラスタは都市域
であるとし，原型のモデルのままシミュレーショ
ンを行ない，フラクタル次元やそれから誘導され
るいくつかのパラメータを計測しているが，それ
らは現実の都市域グリッドマップデータの計測の
ために導入された．ただし，ランダムウオークす
る粒子は人間と解釈しているわけではなく，厳密
なアナロジーは言及されおらず，漠とした「都市
域」として扱っている．すなわち，粒子としての
人聞が，たまたま訪れた既存の都市域に接すると
そこに定着しさらに都市域が成長するというよ
うな，人聞のクラスタとして都市を見なしている
のではない．また流動的で、ある都市に，不可逆な
DLAのプロセスを適用してよいかについては明
言されていない．
河川の場合は，クラスタを直接河川域であると
見なさないことによって，DLAを適切なモデルと
. 
－ 
第3図 東京を中心とする約100km四方の矩形
領域において，人口密度が1000人以上の
値を示す格子点の分布．
データは昭和60年の国勢調査による．
して位：置イ寸けることカぎできた． しかし， クラスタ
を都市域とみた場合，現実のパターンはDLAノf
ターンのようには開放的ではない.Batyらの
扱った英国Tauntonもそうであったが，例えば東
京を中心とする約100kmの矩形領域の範囲にお
ける1000人／km以上のグリッド（昭和60年国勢
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N～L D 
の関係がある（Dはフラクタル次元）．一方，ある
しきい値S以上の流域面積をもっ流路パターン
が見えているとする．それが自己相似なら地図の
縮尺を ε倍拡大すれば，より小きな流路すなわち
1／／€倍の l流域面積のものが見えるようにな
る．流路として見えているある流域面積S以上の
点の数をN とすると， Sを 1／／€倍しても同じ関
数形となるには，
N ~ s-• 
のようなぺき関数のときである.L～Jぎであるの
で，流域面積S以上の点の頻度分布Nは，
N～ s-D/2 
となるはずである．つまり分布を特徴づける指数
の2倍がフラクタル次元になる.Yoshiyama 
(1991）のシミュレーションでは 3方6角形の格子
で， DLAのシミュレーションを行なったが，流域
面積の頻度分布は良好な両対数直線を示し， a=
0.61という関係を得ている（第4図）．この結果か
調査の 1kmメッシュ人口密度データ）を都市域
として表示させてみても分かるように（第3図），
巨大都市の中心に人口は集まりすぎている．
Battyほか（1989）は， Tauntonのデータは，両対
数グラフでの直線性が悪いのでフラクタル性の確
認のために用いたのではないとしながらも，フラ
クタル次元を計測し，1.7～1. 9程度（計測法によっ
てばらつく）の値を得ている．この｛直は DLAのパ
ターンにおける値より大きい．フラクタル次元が
2に近いことは，定性的には都市中心での非都市
域の間隙が少なく全体に一様で、あると説明でき
る．のちに Batty(1991）は， DLAによくイ以てはい
るがプロセスの全〈異なる後述のDBMモデルを
用いて，都市域の成長を説明できるとしている．
このモデルでは，フラクタル次元が1から 2まで
の聞をとるクラスタパターンが得られる．このよ
うに都市域の成長モデルとして，原型のDLAモ
デルは不適切なようである．
12 
I og2 (A) 
32400個の3方格子からなる領域におい
て，DLAシミュレーションにより最終的
に得られた流路ノfターンについての流域
面積の頻度分布
横軸は流域面積，縦軸はその値以上の点
の個数（両軸とも 2を底とする対数）．
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グリッドマップを用いたフラクタル
性の検討
1.河川網データの場合
前述のように，ある領域の全ての格子点が排水
路網を構成し，各格子点は潜在的に集水面積を持
つというように，DLA過程の河川地形形成へのア
ナロジーを見直した．このような格子点に流域構
造をもたせるという方法論は，現実の標高格子
データから河川網を生成する際にも有用である．
吉山（1990）はその方法について論じ，国土数値情
報を用いて作成した流域面積のグリッドマップを
全国の流域の計測に使用している．任意の流域面
積以上を河川と見なせば，それに従った密度の河
川網パターンが得られることは既に述べた．現実
の河川網の視覚的パターンの差異をフラクタル次
元の違いとして定量化できるに相違ない．ここで
問題となるのは，どのようなしきい値をとるかは，
客観的に決めかねることである．しかし，河川網
が自己相似であることを仮定すれば，次のような
議論から，「流域面積の頻度分布」という統計に
よってフラクタル次元を決めることが可能で、あ
る．
いまあるスケールLのグリッドで見える流路
の数を N とすると，前述の粗視化の度合を変化
させる方法により，河川網がフラクタルならば，
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流域面積の頻度分布
横軸は流域面積（km2），縦軸
はその値以上の点の個数（両
軸とも 2を底とする対数）．
第5図
方法があることは既に述べたが，ここで，点を l
個人と考え，人聞の分布のフラクタル性を検討し
てみる．大都市の中心から半径rにある地域内の
人口 M （すなわち点の数）は，その範囲内のメ ッ
シュの人口密度データの和から求まる．第3図の
範囲の皇居を中心とする東京都市圏で計数し， M
とγの関係を両対数でプロットすると，あまり直
線性はよくなくフラクタル的でない（第6図）．こ
れは東京湾などを含むことも一因かもしれない
が，この湾はちょうど第四象限を占める放射状に
聞いた形で特定の半径帯に陸地を増減させること
に寄与しないため，影響は少ないと思われる.rが
2 kmから 8km （ほぽ山手線の内側）では，
M（γ）～rD 
の関数関係に当てはめると Dはほぼ2に近い（ 2 
km～4 kmでは空間の次元2を越えるが，これは
都心では3次元的な高層建築に人口があることを
意味するのであるまいか！）．指数Dが2に近い
ことは，定性的には都市が一様であることを示し
ている.8 km～32kmの郊外に限れば， Dの値は
1.8程度に低下する．主要な鉄道路線沿いに樹枚状
に衛星都市が形成される点で，DLAパターンに近
いのは第3図でみても郊外においてである．それ
でも DLAのフラクタル次元より指数Dが大きい
のは，駅から遠いところにも居住地が隙間無くあ
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らフラクタル次元は1.22となるが，現実の河川網
図から得られているフラクタル次元の範囲
1.1～1.3 （高安， 1986）に収まっている．河川の
構図を，単に DLAクラスタとしてみればフラク
タル次元は1.7程度であるが，クラスタと河川の解
釈を改めることで，DLAのプロセスと現実の河川
網との対応が可能になったといえる．
それでは，現実の格子型河川網のフラクタル性
はどうであろうか．わが国の主要4島の河川網を
吉山（1990）の方法で標高データから作成し，流域
面積の頻度分布を見ると，第5図のように，流域
面積が2000平方キロメートル程度より小きい範囲
ではフラクタル的である．それ以上の流域面積規
模の河川がフラクタル的でないのは，狭い島に大
きな流域を形成するには細長く折り畳まれた形の
流域でなくてはならないことなど，大流域の形態
が小流域と相似でなくなることによるのであろ
7. 
2.都市人口データの場合
Battyほか（1989）が扱ったような都市域と非都
市域という 2値化されたグリ ッド、マップは筆者は
得ていないが，そもそもどのような所を「都市」
と認めるかは議論の生ずるところである．しかし，
前掲の第3図のような人口密度のデータは利用可
能である．点の分布からフラクタル次元を求める
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横軸は半径（km），縦軸は人口
（両軸とも 2を底とする対数）．
32, 768 
ることを示すのだろう．東京への人口の過度の集
中は，フラクタルで説明できる以上のものである．
ちなみに，地形的制約の少ない北海道帯広を中心
とする70km四方の領域で，同様に人口と半径の
関係を調べると，帯広郊外の4km-32kmではフ
ラクタル次元は0.32となった（両対数グラフでの
直線性は良好）．フラクタル次元が0（点の次元）
の場合は，半径を増やしても全く人口の加算され
ない無人地帯を意味する．この十勝平野地域は農
村地帯で，都市と呼べるのは帯広1点のみである
から，点の次元に近い値を示すのだといえる．
V むすび
フラクタル的成長現象を引き起こすDLAモデ
ルの地理学における適用例として，河川網と都市
域の発達の例を紹介した．地理学の対象としてい
る現象のうち，フラクタル的成長モデルの適用可
能なものはこの他にもあるだろう．また Vicsek
(1988）によれば， DLAはフラクタル成長モテール
のひとつに過ぎず，これら2つの例も， DLA以外
のフラクタル成長ノマターンによって説明できるだ
ろう． 中でも最近Batty(1991）がやはり都市域の
発達に取り上げた DBM（誘電破壊モデル）は最も
有望である.DBMの詳細はVicesk(1988）などの
解説に譲るが，DLA同様の樹木状のパターンが出
、．
よ ム
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現し，可変できるパラメータによりフラクタル次
元が1から 2まで変化するクラスタをシミュレー
ションでつくることができる.Batty (1991）は
DBMのクラスタと現実都市との比較を試みてい
る．筆者（Yoshiyama,1991）は，クラスタのフ
ラクタル次元が2になる， Edenモデルとよばれ
るコロニ一成長モデル（Vicsek,1988）を用い，
この小論で述べたようなクラスタと河川｜の解釈か
ら，DLAとは異なったパターンの河川網が得られ
ることを論じているが， DBMを適用することで，
様々なパターンと異なったフラクタル次元の河川
網を得るシミュレーションが期待できる．
DBMは基本的にラプラス方程式に依拠するモ
テソレで、ある．地形も標高という一種のポテンシャ
ルをつくる場であり，断面の変化は拡散方程式に
よって記述され（例えば， Culling,1963），平衡状
態の地形は，ラプラス方程式で記述される．しか
し単純な境界条件で解いても複雑に枝分かれする
河川網を持った地形は出現しないことは明らか
で、，「拡散であり拡散でない」性質が地形にはある．
都市においても実空間での単純な拡散を扱ってい
るだけでは，中心地的階層性や分岐的パターンを
生ずるモデルの構築は成し得ないであろう．
他の分野で構築され発展したモデルを地理的現
象の説明に用いる際は，アナロジーが適切である
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か（アナロジー自体は認めるものとして）が問わ
れる．ここで示された河川への適用に見られるよ
うに，アナロジーされるものを変えると，異なっ
た結果を得る．クラスタを河川とすればフラクタ
ル次元は1.7程度であるが，クラスタは潜在的排水
路とし一定以上の集水面積を持った区間を河川と
見なせばフラクタル次元は1.2程度で現実のもの
と一致する．人文現象における Battyほか（1989)
や Batty(1991）の試みも，アナロジーされるもの
を再検討する（何をクラスタとするかを変えてみ
る）ことで，異なった結果が得られるかも知れな
い．筆者の見識の狭さから人文現象についてどの
ようなアナロジーが適切で、あるかの直感はいまの
ところ無いのではあるが．
（東京都立大学・理学部研究生）
この小論を書くことにより，多くのことを知る機
会を得た．そのきっかけを与えてくださった杉浦芳
夫先生に感謝します．また中谷友樹氏には文献の所
在を教えていただいた．
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